
Probabilis)c	
  graphical	
  models	
  
and	
  topic	
  models	
  

Sources:	
  	
  	
  
•  “Topic	
  models”,	
  	
  David	
  Blei,	
  MLSS	
  ’09,	
  MLSS’12	
  

hEp://videolectures.net/mlss09uk_blei_tm/?q=david%20blei	
  
•  Parts	
  of	
  “Probabilis)c	
  graphical	
  models”,	
  

Christopher	
  Bishop,	
  MLSS’13	
  
hEps://www.youtube.com/watch?v=ju1Grt2hdko	
  

•  Parts	
  of	
  “Machine	
  learning:	
  Graphical	
  models”,	
  Alex	
  Smola,	
  
hEp://alex.smola.org/teaching/10-­‐701-­‐15/graphical.html	
  



Supervised methods 
for text classification: 

  
Graphical model of 

Naïve Bayes classifier 



Bayes’	
  Rule	
  applied	
  to	
  documents	
  
and	
  classes	
  

posterior	
  

likelihood	
   prior	
  

Bayes	
  theorem	
  
P(c | d) = P(d | c)P(c)

P(d)

Imagine	
  that	
  we	
  try	
  to	
  infer	
  what	
  is	
  the	
  class	
  of	
  a	
  document	
  d,	
  
where	
  c	
  stands	
  for	
  some	
  given	
  class.	
  



Bayes’	
  Rule	
  applied	
  to	
  documents	
  
and	
  classes	
  

P(d | c) = P(x1, x2,…, xn | c)

Document	
  d	
  represented	
  as	
  features	
  x1,…,xn	
  
•  word	
  presence	
  (binary	
  value)	
  
•  word	
  counts	
  
•  word	
  frequencies	
  (^)	
  
•  ^-­‐idf	
  	
  

Imagine	
  that	
  we	
  try	
  to	
  infer	
  what	
  is	
  the	
  class	
  of	
  a	
  document	
  d,	
  
where	
  c	
  stands	
  for	
  some	
  given	
  class.	
  



Independence	
  Assump)ons	
  

•  Bag	
  of	
  words	
  assump.on:	
  Assume	
  that	
  posi)on	
  
of	
  words	
  doesn’t	
  maEer	
  (the	
  exchangeability	
  of	
  
random	
  variables)	
  

	
  
•  Condi.onal	
  Independence:	
  Assume	
  the	
  feature	
  
probabili)es	
  P(xi|cj)	
  are	
  independent	
  given	
  the	
  
class	
  c. 

P(x1, x2,…, xn | c) = P(xδ (1), xδ (2),…, xδ (n) | c)

P(x1,…, xn | c) = P(x1 | c)•P(x2 | c)•P(x3 | c)•...•P(xn | c) = P(xi | c)
i∈V
∏



x1	
   x2	
   xV	
  

c	
  

xi	
  

c	
  

…	
  
V	
  

Graphical	
  model	
  for	
  Naïve	
  Bayes	
  
(factoriza)on	
  describing	
  genera)ve	
  process)	
  

P(x1,…, xn,c) = P(c) P(xi | c)
i∈V
∏

ge
ne

ra
)v
e	
  
pr
oc
es
s	
  

Factoriza)on	
  of	
  	
  
the	
  joint	
  probability:	
  	
  

≡
word	
  counts	
  

vocabulary	
  size	
  



Graphical	
  model	
  for	
  Naïve	
  Bayes	
  
(inference)	
  

xi	
  

c	
  

V	
  

P(c | d) = P(d | c)P(c) = P(c) P(xi | c)
i∈V
∏

cNB = argmax
c∈C

P(c) P(xi | c)
i∈V
∏

in
fe
re
nc
e	
  

x1	
   x2	
   xV	
  

c	
  

…	
  

Inference	
  by	
  finding	
  
maximum	
  a	
  posteriori:	
  

≡
word	
  counts	
  



Typical	
  choices	
  of	
  the	
  likelihood	
  P(x|c)	
  
(Assump)ons	
  of	
  the	
  genera)ve	
  model)	
  

Mul)nomial	
  Naïve	
  Bayes	
  classifier:	
  	
  
P(x|c)	
  =	
  Mul3nomial(x,	
  θ)	
  

Bernoulli	
  Naïve	
  Bayes	
  classifier:	
  	
  
P(x|c)	
  =	
  Mul3variateBernoulli(x,	
  θ)	
   = θic( )

i∈V
∏

xi 1−θic( )1−xi

∝ θic( )xi
i∈V
∏



Typical	
  choices	
  of	
  the	
  likelihood	
  P(x|c)	
  
(Assump)ons	
  of	
  the	
  genera)ve	
  model)	
  

Mul)nomial	
  Naïve	
  Bayes	
  classifier:	
  	
  

Bernoulli	
  Naïve	
  Bayes	
  classifier:	
  	
  

xi	
  

c	
  

V	
  

P(x|c)	
  =	
  Mul3nomial(x|c)	
  

xi	
  

c	
  

V	
  

P(x|c)	
  =	
  Mul3variateBernoulli(x|c)	
  



xi	
  

c	
  

V	
  

Full	
  graphical	
  model	
  for	
  Naïve	
  Bayes	
  
(training)	
  

ge
ne

ra
)v
e	
  
pr
oc
es
s	
  

Factoriza)on	
  of	
  	
  
the	
  joint	
  probability:	
  	
  

D	
  

πc	
  

θic	
  

P(!x, !c) = P(cd ) P(xid | cd )
i=1

V

∏
d=1

D

∏

•  Filled	
  circles	
  –	
  observed	
  
random	
  variables	
  

•  Open	
  circles	
  –	
  hidden	
  
random	
  variables	
  

•  Filled	
  squares	
  –	
  known	
  
fixed	
  variables	
  

•  Open	
  squares	
  –	
  unknown	
  
fixed	
  variables	
  

P(x|c)	
  =	
  Mul3nomial(x,	
  θ)	
  πc	
  



xi	
  

c	
  

V	
  

Full	
  graphical	
  model	
  for	
  Naïve	
  Bayes	
  
(inference)	
  

For	
  which	
  class	
  c	
  the	
  
posterior	
  has	
  max	
  value	
  
for	
  the	
  given	
  document	
  d?	
  	
  

D	
  

πc	
  

θic	
  in
fe
re
nc
e	
  

P(c | !x)∝P(cd ) P(xid | cd )
i=1

N

∏

•  Filled	
  circles	
  –	
  observed	
  
random	
  variables	
  

•  Open	
  circles	
  –	
  hidden	
  
random	
  variables	
  

•  Filled	
  squares	
  –	
  known	
  
fixed	
  variables	
  

•  Open	
  squares	
  –	
  unknown	
  
fixed	
  variables	
  

P(x|c)	
  =	
  Mul3nomial(x,	
  θ)	
  πc	
  



Graphical models 



Graphical	
  models	
  (summary)	
  



Graphical	
  models	
  

•  No	
  cycles	
  
•  Full	
  graph	
  describes	
  the	
  most	
  generic	
  joint	
  distribu)on	
  
•  Links	
  missing	
  from	
  the	
  full	
  graph	
  specify	
  the	
  joint	
  distribu)on	
  by	
  making	
  

assump)ons	
  about	
  condi)onal	
  dependences	
  between	
  variables	
  
•  A	
  directed	
  link	
  defines	
  condi)onal	
  dependence	
  and	
  may	
  imply	
  a	
  causal	
  rela)on	
  

•  Empty	
  circles	
  are	
  hidden	
  (latent)	
  variables	
  
•  Filled	
  circles	
  are	
  observed	
  variables	
  
	
  

P(a,b,c) = P(a)P(b | c)P(c | a,b)
P(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 ) = ...



Probabilis)c	
  graphical	
  models	
  



Unsupervised models 
 

(Mixture models) 



xi	
  

c	
  

N	
  

Full	
  graphical	
  model	
  for	
  trained	
  Naïve	
  Bayes	
  classifier	
  

D	
  

πc	
  

θic	
  

•  Filled	
  circles	
  –	
  observed	
  random	
  variables	
  
•  Open	
  circles	
  –	
  hidden	
  random	
  variables	
  
•  Filled	
  squares	
  –	
  known	
  fixed	
  variables	
  
•  Open	
  squares	
  –	
  unknown	
  fixed	
  variables	
  

1.  Draw	
  class	
  z	
  from	
  a	
  
Categorical(c,	
  π)	
  

2.  Draw	
  word	
  x	
  from	
  a	
  
Categorical(x,	
  θ.c)	
  



xi	
  

c	
  

N	
  

Bayesian	
  categorical	
  mixture	
  model	
  
(unsupervised)	
  

D	
   C	
  

πc	
  

θic	
  

•  Filled	
  circles	
  –	
  observed	
  random	
  variables	
  
•  Open	
  circles	
  –	
  hidden	
  random	
  variables	
  
•  Filled	
  squares	
  –	
  known	
  fixed	
  variables	
  
•  Open	
  squares	
  –	
  unknown	
  fixed	
  variables	
  

α	
  

η	
  

1.  Draw	
  class	
  propor)ons	
  from	
  
SymmetricDirichlet(π,	
  α)	
  

2.  Draw	
  class	
  propor)ons	
  from	
  
SymmetricDirichlet(θ,	
  α)	
  

3.  Draw	
  class	
  z	
  from	
  
Categorical(c,	
  π)	
  

4.  Draw	
  word	
  x	
  from	
  
Categorical(x,	
  θ.c)	
  



Dirichlet	
  distribu)on	
  



Dirichlet	
  Examples	
  

Darker	
  implies	
  lower	
  magnitude	
  
	
  
alpha	
  <	
  1	
  leads	
  to	
  sparser	
  topics	
  



Dirichlet	
  Examples	
  

Symmetric	
  
(αi	
  =	
  αj	
  =	
  α)	
  

Asymmetric	
  
(αi	
  !=	
  αj)	
  

α=5	
  α=1.3	
   α=3	
  



Dirichlet	
  Examples	
  



Dirichlet	
  Examples	
  



xi	
  

c	
  

N	
  

Bayesian	
  categorical	
  mixture	
  model	
  
(how	
  to	
  learn	
  all	
  hidden	
  parameters?)	
  

D	
   C	
  

πc	
  

θic	
  

•  Filled	
  circles	
  –	
  observed	
  random	
  variables	
  
•  Open	
  circles	
  –	
  hidden	
  random	
  variables	
  
•  Filled	
  squares	
  –	
  known	
  fixed	
  variables	
  
•  Open	
  squares	
  –	
  unknown	
  fixed	
  variables	
  

α	
  

η	
  

1.  Draw	
  class	
  propor)ons	
  from	
  
SymmetricDirichlet(π,	
  α)	
  

2.  Draw	
  class	
  propor)ons	
  from	
  
SymmetricDirichlet(θ,	
  α)	
  

3.  Draw	
  class	
  z	
  from	
  
Categorical(c,	
  π)	
  

4.  Draw	
  word	
  x	
  from	
  
Categorical(x,	
  θ.c)	
  



Gaussian	
  mixture	
  model	
  
(unsupervised)	
  

Source:	
  David	
  Blei’s	
  lecture	
  	
  
hEp://www.cs.columbia.edu/~blei/fogm/2015F/notes/mixtures-­‐and-­‐gibbs.pdf	
  



Gaussian	
  mixture	
  model	
  
(unsupervised)	
  

Source:	
  David	
  Blei’s	
  lecture	
  	
  
hEp://www.cs.columbia.edu/~blei/fogm/2015F/notes/mixtures-­‐and-­‐gibbs.pdf	
  



Gaussian	
  mixture	
  model	
  
(unsupervised)	
  

Source:	
  David	
  Blei’s	
  lecture	
  	
  
hEp://www.cs.columbia.edu/~blei/fogm/2015F/notes/mixtures-­‐and-­‐gibbs.pdf	
  

Fixed	
  	
  
parameters	
  



Inference	
  in	
  Gaussian	
  mixture	
  model	
  
Source:	
  David	
  Blei’s	
  lecture	
  	
  
hEp://www.cs.columbia.edu/~blei/fogm/2015F/notes/mixtures-­‐and-­‐gibbs.pdf	
  



Inference	
  in	
  Gaussian	
  mixture	
  model	
  

Complete	
  (full)	
  condi)onal	
  probability	
  
for	
  variable	
  z:	
  



Inference	
  in	
  Gaussian	
  mixture	
  model	
  

Complete	
  (full)	
  condi)onal	
  probability	
  
for	
  variable	
  μ:	
  

The	
  prior	
  normal	
  distribu)on	
  is	
  
the	
  conjugate	
  prior	
  to	
  normal	
  
posterior	
  wrt	
  normal	
  likelihood	
  

hEps://en.wikipedia.org/wiki/Conjugate_prior	
  



Inference	
  in	
  Gaussian	
  mixture	
  model	
  
Source:	
  David	
  Blei’s	
  lecture	
  	
  
hEp://www.cs.columbia.edu/~blei/fogm/2015F/notes/mixtures-­‐and-­‐gibbs.pdf	
  



Gaussian	
  mixture	
  model	
  
(learning)	
  

Source:	
  David	
  Blei’s	
  lecture	
  	
  
hEp://www.cs.columbia.edu/~blei/fogm/2015F/notes/mixtures-­‐and-­‐gibbs.pdf	
  



Gaussian	
  mixture	
  model	
  
(learning)	
  

Source:	
  David	
  Blei’s	
  lecture	
  	
  
hEp://www.cs.columbia.edu/~blei/fogm/2015F/notes/mixtures-­‐and-­‐gibbs.pdf	
  



xi	
  

c	
  

N	
  

Bayesian	
  categorical	
  mixture	
  model	
  
(how	
  to	
  learn	
  all	
  hidden	
  parameters?)	
  

D	
   C	
  

πc	
  

θic	
  

•  Filled	
  circles	
  –	
  observed	
  random	
  variables	
  
•  Open	
  circles	
  –	
  hidden	
  random	
  variables	
  
•  Filled	
  squares	
  –	
  known	
  fixed	
  variables	
  
•  Open	
  squares	
  –	
  unknown	
  fixed	
  variables	
  

α	
  

η	
  

1.  Draw	
  class	
  propor)ons	
  from	
  
SymmetricDirichlet(π,	
  α)	
  

2.  Draw	
  class	
  propor)ons	
  from	
  
SymmetricDirichlet(θ,	
  α)	
  

3.  Draw	
  class	
  z	
  from	
  
Categorical(c,	
  π)	
  

4.  Draw	
  word	
  x	
  from	
  
Categorical(x,	
  θ.c)	
  



Unsupervised text classification 
and topic modeling 



Unsupervised	
  learning	
  

Osen	
  data	
  is	
  not	
  labeled/annotated,	
  so	
  supervised	
  
methods	
  are	
  not	
  possible	
  or	
  expensive.	
  



Unsupervised	
  learning	
  

•  Clustering	
  (networks,	
  vectors)	
  
•  Principal	
  component	
  analysis	
  (PCA)	
  
•  Non-­‐nega)ve	
  matrix	
  factoriza)on	
  	
  
•  Mixture	
  models	
  
•  Mixed	
  membership	
  models,	
  topic	
  models	
  (e.g.,	
  LDA)	
  
	
  



Applica)ons?	
  

text	
  

news	
  

users	
  

mails	
  

queries	
  

urls	
  

ads	
  

products	
  

events	
  

loca)ons	
  

spammers	
  

abuse	
  



Topic	
  modeling	
  -­‐	
  Mo)va)on	
  



Applica)ons	
  



Image	
  annota)on	
  



Topic-­‐modeling	
  )meline	
  

1901	
  –	
  PCA	
  
1988	
  –	
  Latent	
  seman)c	
  analysis	
  (LSA)	
  
1999	
  –	
  probabilis)c	
  LSA	
  (pLSA	
  )	
  
2003	
  –	
  Latent	
  Dirichlet	
  Alloca)on	
  (LDA)	
  
2006	
  –	
  non-­‐parametric	
  Bayesian	
  topic	
  models	
  



Latent	
  seman)c	
  analysis/indexing	
  	
  
(LSA/LSI)	
  

TF-­‐IDF	
   PCA	
   LSA	
  ≡

0	
   0	
   0	
   0	
   1	
   0	
   0	
  

0	
   1	
   0	
   0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   1	
   0	
   0	
   0	
   0	
  

2	
   0	
   2	
   0	
   0	
   1	
   1	
  

1	
   0	
   4	
   0	
   0	
   0	
   1	
  

1	
   0	
   3	
   0	
   0	
   1	
   0	
  

1	
   0	
   2	
   0	
   0	
   3	
   1	
  

0	
   0	
   0	
   1	
   0	
   0	
   0	
  

0	
   0	
   0	
   0	
   1	
   0	
   0	
  

1	
   0	
   1	
   0	
   0	
   2	
   1	
  

Documents	
  

W
or
ds
	
  

Word	
  
counts	
  

Co-­‐appearing	
  	
  
words	
  

Word	
  count	
  
matrix:	
  

Could	
  these	
  co-­‐appearing	
  words	
  
could	
  be	
  represented	
  by	
  one	
  
dimensional	
  latent	
  variable?	
  



Principal	
  component	
  analysis	
  (PCA)	
  

PCA	
  is	
  related	
  to	
  spectral	
  clustering:	
  
Principal	
  component	
  analysis	
  is	
  the	
  eigen-­‐decomposi)on	
  of	
  a	
  
covariance	
  matrix,	
  while	
  spectral	
  clustering	
  is	
  related	
  to	
  eigen-­‐
decomposi)on	
  of	
  a	
  Laplacian	
  (or	
  related)	
  matrix.	
  	
  

•  correlated	
  variables	
  
in	
  old	
  coordinate	
  
system	
  	
  

•  linearly	
  uncorrelated	
  
variables	
  in	
  new	
  
(transformed)	
  
coordinate	
  system	
  



Principal	
  component	
  analysis	
  (PCA)	
  

•  Aser	
  decomposi)on,	
  we	
  typically	
  choose	
  the	
  principal	
  
components	
  of	
  the	
  new	
  coordinate	
  system	
  that	
  store	
  the	
  
most	
  informa)on	
  about	
  the	
  observed	
  data	
  

•  Each	
  consecu)ve	
  principal	
  component	
  captures	
  the	
  
consecu)ve	
  strongest	
  correla)ons	
  across	
  dimensions	
  



Principal	
  component	
  analysis	
  (PCA)	
  

•  Aser	
  decomposi)on,	
  we	
  typically	
  choose	
  the	
  principal	
  
components	
  of	
  the	
  new	
  coordinate	
  system	
  that	
  store	
  the	
  
most	
  informa)on	
  about	
  the	
  observed	
  data	
  

•  Each	
  consecu)ve	
  principal	
  component	
  captures	
  the	
  
consecu)ve	
  strongest	
  correla)ons	
  across	
  dimensions	
  



Latent	
  Dirichlet	
  Alloca)on	
  
(LDA)	
  



LDA	
  



Probabilis)c	
  modeling	
  



Intui)on	
  behind	
  LDA	
  



Genera)ve	
  model	
  



The	
  posterior	
  distribu)on	
  



LDA	
  genera)ve	
  model	
  



LDA	
  genera)ve	
  model	
  



LDA	
  genera)ve	
  model	
  



LDA	
  

Main	
  output	
  



LDA	
  genera)ve	
  model	
  

Dirichlet	
  
distribu)on	
  

Mul)nomial	
   Categorical	
   Dirichlet	
  



Inference	
  in	
  LDA	
  



Inference	
  comparison	
  



Libraries	
  

•  Mallet	
  (Java)	
  
•  Stanford	
  TMT	
  (Java/Scala)	
  
•  Gensim	
  (Python)	
  
•  scikit-­‐learn	
  (Python)	
  
•  …	
  



Example	
  inference	
  



Example	
  inference	
  



Topics	
  vs	
  words	
  



Explore	
  and	
  browse	
  document	
  
collec)ons	
  



Why	
  does	
  LDA	
  “work”	
  ?	
  



Why	
  does	
  LDA	
  “work”	
  ?	
  



LDA	
  summary	
  



LDA	
  summary	
  



LDA	
  is	
  modular,	
  general,	
  useful	
  



LDA	
  is	
  modular,	
  general,	
  useful	
  



LDA	
  is	
  modular,	
  general,	
  useful	
  



Other	
  LDA-­‐like	
  models	
  



Supervised	
  LDA	
  



Supervised	
  LDA	
  



Example:	
  Mul)	
  class	
  classifica)on	
  



Supervised	
  topic	
  models	
  



Dynamic	
  topic	
  models	
  



Dynamic	
  topic	
  models	
  



In	
  social	
  media:	
  Followship	
  LDA	
  

Bi,	
  B.,	
  Tian,	
  Y.,	
  Sismanis,	
  Y.,	
  Balmin,	
  A.,	
  &	
  Cho,	
  J.	
  (2014).	
  Scalable	
  topic-­‐specific	
  
influence	
  analysis	
  on	
  microblogs.	
  	
  



In	
  social	
  media:	
  Followship	
  LDA	
  



In	
  social	
  media:	
  	
  
impact	
  on	
  informa)on	
  diffusion	
  

People	
  spread	
  the	
  informa)on	
  that	
  	
  
matches	
  their	
  topical	
  interests	
  

some	
  memes	
  (	
  	
  	
  	
  	
  )	
  have	
  strong	
  topical	
  meaning,	
  other	
  (	
  	
  	
  	
  	
  )	
  don’t	
  
some	
  (	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  have	
  strong	
  topical	
  interests,	
  others	
  (	
  	
  	
  	
  	
  )	
  don’t	
  



The most topical hashtags 

poli.cs,	
  innova.on,	
  …	
  

In	
  social	
  media:	
  	
  
impact	
  on	
  informa)on	
  diffusion	
  



In	
  social	
  media:	
  	
  
impact	
  on	
  informa)on	
  diffusion	
  

The least topical hashtags 

idioms,	
  neologisms,	
  …	
  



•  The	
  probability	
  that	
  a	
  user	
  κ-­‐exposed	
  to	
  a	
  meme	
  will	
  adopt	
  it	
  
•  The	
  probability	
  that	
  a	
  user	
  topically	
  aligned	
  to	
  a	
  meme	
  with	
  

S(user,	
  meme)	
  will	
  adopt	
  this	
  meme	
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memes	
  
(top	
  25%)	
  

Non-­‐topical	
  	
  
memes	
  
(boEom	
  25%)	
  

Grabowicz,	
  P.,	
  Ganguly,	
  N.,	
  &	
  Gummadi,	
  K.	
  P.	
  (2016).	
  Dis)nguishing	
  between	
  Topical	
  and	
  
Non-­‐topical	
  Informa)on	
  Diffusion	
  Mechanisms	
  in	
  Social	
  Media.	
  	
  



Other	
  unsupervised	
  methods:	
  SVD	
  (PCA)	
  	
  
(in	
  combina)on	
  with	
  supervised)	
  

Kosinski,	
  M.,	
  S)llwell,	
  D.,	
  &	
  Graepel,	
  T.	
  (2013).	
  Private	
  traits	
  and	
  aEributes	
  are	
  
predictable	
  from	
  digital	
  records	
  of	
  human	
  behavior.	
  Proceedings	
  of	
  the	
  Na)onal	
  
Academy	
  of	
  Sciences,	
  2–5.	
  doi:10.1073/pnas.1218772110	
  



SVD	
  (PCA)	
  +	
  supervised	
  classifier	
  



Connec)on	
  to	
  ML	
  research	
  



Probabilis)c	
  graphical	
  models	
  
and	
  topic	
  models	
  

Sources:	
  	
  	
  
•  “Topic	
  models”,	
  	
  David	
  Blei,	
  MLSS	
  ’09	
  

hEp://videolectures.net/mlss09uk_blei_tm/?q=david%20blei	
  
•  Parts	
  of	
  “Probabilis)c	
  graphical	
  models”,	
  

Christopher	
  Bishop,	
  MLSS’13	
  
hEps://www.youtube.com/watch?v=ju1Grt2hdko	
  

•  Parts	
  of	
  “Machine	
  learning:	
  Graphical	
  models”,	
  Alan	
  Smola,	
  
hEp://alex.smola.org/teaching/10-­‐701-­‐15/graphical.html	
  


